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Введение

Данное учебное пособие посвящено рассмотрению простейших числен-
ных методов решения нелинейных уравнений и основанных на них алго-
ритмов, применяемых для их практического решения на ЭВМ и предла-
гаемых для выполнения заданий студенческого практикума на механико-
математическом факультете Московского университета.

Пусть дано уравнение
f(x) = 0, (1)

где функция f(x) определена и непрерывна на заданном конечном или
бесконечном отрезке [A,B]. Всякое значение x̄, обращающее функцию f(x)
в нуль, т.е. такое, что f(x̄) = 0, называется корнем уравнения (1) или нулем

функции f(x).
Прежде всего надо решить вопрос об отделении (или локализации)

корней, т.е. об определении таких отрезков [ai, bi] ∈ [A,B], каждый из ко-
торых содержит единственный корень уравнения (1). Рассмотрим вкратце
наиболее распространенные способы отделения корней.

Если непрерывная функция f(x) принимает значения разных знаков
на концах отрезка [α, β] ∈ [A,B], т.е. f(α)f(β) < 0, то внутри этого отрезка
лежит нечетное число корней уравнения f(x) = 0 (по меньшей мере один).
Корень заведомо будет единственным, или простым, если производная
f ′(x) существует и сохраняет постоянный знак внутри интервала (α, β),
т.е. если f ′(x) > 0 (или f ′(x) < 0) при α < x < β.

Рис. 1

На рис. 1 изображена функция y = f(x), принимающая на концах
отрезка [α, β] разные знаки. Поскольку f ′(x) на этом отрезке не являет-
ся знакопостоянной, то внутри него лежат несколько корней уравнения
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f(x) = 0. На отрезке [α, β1] имеем f ′(x) < 0, и поэтому корень x̄1, при-
надлежащий этому отрезку, является простым. Корень x̄2 имеет четную
кратность.

Табличный способ локализации корней, легко поддающийся программ-
ной реализации, состоит в определении знаков функции f(x) в узлах неко-
торой сетки {α1 = A, α2, . . . , αk−1, αk = B}, выбор которой делается с
учетом особенностей f(x). Если в полученной таблице значений f(x) име-
ем f(αi)f(αi+1) < 0, то на отрезке [αi, αi+1] имеется хотя бы один корень
уравнения f(x) = 0. Если эти узлы близки, то, скорее всего, корень меж-
ду ними один. Однако в этом нужно убедиться тем или иным способом.
Выявить по таблице корни четной кратности сложно.

Если существует непрерывная производная f ′(x) и корни уравнения

f ′(x) = 0

легко вычисляются, то процесс отделения корней уравнения (1) можно
упорядочить. Для этого достаточно определить знаки функции f(x) в точ-
ках корней ее производной и в граничных точках x = A и x = B.

Более наглядным способом, который дает неплохие приближенные зна-
чения корней, является графический способ. По полученной таблице значе-
ний функции f(x) строится ее график и графически ищутся точки пересе-
чения его с осью абсцисс. Во многих задачах техники такая точность уже
достаточна. Построение графика зачастую помогает также выявить корни
четной кратности. Графический способ эффективен, если уравнение (1) не
имеет близких корней.

На практике часто удобно применять прием, состоящий в замене урав-
нения (1) эквивалентным ему уравнением ϕ(x) = ψ(x), в котором функции
y1 = ϕ(x) и y2 = ψ(x) имеют более простые графики. Абсциссы точек пе-
ресечения этих графиков будут корнями исходного уравнения. Например,
уравнение x sin x− 1 = 0 удобно преобразовать к виду sin x = 1/x.

Хотя графический способ удобен и сравнительно прост, он применим,
как правило, лишь для грубого определения корней. Особенно значитель-
ная потеря точности имеет место в тех случаях, когда линии пересекаются
под очень острым углом и практически сливаются по некоторой дуге.

Если уравнение (1) имеет на отрезке [a, b] единственный корень x∗

и функция f(x) непрерывна на [a, b], то в достаточно малой окрестно-
сти этого корня рассматриваемую функцию можно представить в виде
f(x) = (x− x∗)ng(x), где n — кратность корня, а функция g(x) сохраняет
знак на [a, b]. Это представление f(x) явно указывает на два возможных
качественных различия в ее поведении в окрестности корня: при нечет-
ном n функция f(x) меняет знак на [a, b], а при четном n — нет.
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1. Численные методы решения нелинейных уравнений

В настоящем разделе дается краткое описание тех численных методов
решения одного нелинейного уравнения, практическое применение кото-
рых предусмотрено в данном учебном пособии. Здесь предполагается, что
корень уравнения (1) уже отделен, т.е. f(A)f(B) < 0.

1.1. Метод половинного деления

Этот метод называют еще методом деления пополам, дихотомией, ме-
тодом бисекций, или методом вилки. Положим x0 = A и x1 = B. Найдем
середину отрезка x2 = (x0 + x1)/2, вычислим f(x2) и из полученных двух
отрезков выберем тот, на концах которого функция имеет разные знаки,
поскольку один из корней лежит на этом отрезке. Затем выбранный отре-
зок делим пополам и снова выбираем из полученных двух отрезков тот, на
концах которого функция имеет разные знаки, и т.д. Если требуется най-
ти корень с абсолютной точностью ε, то продолжаем деление пополам до
тех пор, пока длина отрезка не станет меньше 2ε. Тогда середина послед-
него отрезка даст значение корня с требуемой точностью. Геометрическая
интерпретация метода иллюстрируется на рис. 2.

Рис. 2

В результате итерационного применения описанной процедуры на эта-
пе с номером N мы получаем или точный корень уравнения (1), или же
бесконечную последовательность вложенных друг в друга отрезков, содер-
жащих искомый корень, причем длина самого внутреннего отрезка умень-
шилась по сравнению с длиной исходного отрезка в 2N раз.
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1.2. Метод простых итераций

Уравнение (1) можно заменить эквивалентным ему уравнением

x = ϕ(x). (2)

Такую замену можно сделать многими способами, например, положив

ϕ(x) = x+ αf(x), α = const,

ϕ(x) = x+ ψ(x)f(x),

где ψ(x) — произвольная непрерывная знакопостоянная функция, т.е. не
имеющая нулей на отрезке [A,B].

Выберем некоторое нулевое приближение корня x0 ∈ [A,B] уравнения
(2), а дальнейшие приближения будем вычислять по формулам

xn+1 = ϕ(xn), n = 0, 1, 2, . . . . (3)

Очевидно, что если последовательность xn стремится к некоторому пре-
делу x̄, то этот предел и есть искомый корень уравнения (2). Это будет
иметь место в том случае, когда отображение y = ϕ(x) при некотором
q < 1 удовлетворяет условию

∣

∣ϕ(x1)− ϕ(x2)
∣

∣ ≤ q |x1 − x2|

для всех x1 и x2 из [A,B], т.е. является сжимающим.

Дадим геометрическую интерпретацию метода простых итераций. Для
этого построим на плоскости xOy графики функций y = x и y = ϕ(x).
Каждый вещественный корень x̄ уравнения (2) является абсциссой точ-
ки пересечения M кривой y = ϕ(x) с прямой y = x (рис. 3). Начиная
с некоторой точки A0

[

x0;ϕ(x0)
]

строим ломанные линии A0B1A1B2A2 . . .
(“лестница”), звенья которой попеременно параллельны оси Ox и оси Oy,
причем вершины A0, A1, A2, . . . лежат на кривой y = ϕ(x). Общие абс-
циссы точек A1 и B1, A2 и B2, . . . представляют собой последовательные
приближения x1, x2, . . . корня x̄, которые сходятся к нему монотонно и
односторонне.

На рис. 3 изображен случай, когда 0 < ϕ′(x) < 1. Если же −1 < ϕ′(x) < 0,
то ломаная A0B1A1B2A2 . . . имеет вид “спирали” (рис. 4).

В этом случае сходимость к корню является двухсторонней, т.е. иско-
мый корень x̄ всегда принадлежит отрезку [xn, xn+1].
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Рис. 3 и 4

1.3. Метод Ньютона

Данный метод называют методом касательных, или линеаризации. Рас-
четная формула метода Ньютона в некоторой окрестности корня уравне-
ния (1) имеет следующий вид (начальное приближение x0 ∈ [A,B] ):

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
. (4)

Его геометрическая интерпретация для различных случаев поведения
функции f(x) приведена на рис. 5. Из этого рисунка видно, что метод
Ньютона состоит в замене на каждой итерации небольшой дуги кривой
y = f(x) касательной к ней. Это следует из уравнения касательной, про-
веденной к точке

(

xn, f(xn)
)

:

y − f(xn) = f ′(xn)(x− xn),

из которой процесс (4) получается, если положить y = 0 и x = xn+1. Из
рис. 5 также следует, что последовательность xn монотонно и односто-
ронне сходится к корню x̄.

1.4. Комбинированный метод

Данный метод представляет собой комбинацию метода хорд и метода
Ньютона. Дадим сначала основную идею метода хорд.

Сущность метода хорд видна из его геометрической интерпретации для
различных случаев поведения f(x) (рис. 6) и состоит в замене кривой
y = f(x) хордами, проходящими через концы отрезков, в которых f(x)
имеет противоположные знаки.

Уравнение хорды, проходящей через точки с координатами
(

A, f(A)
)

и
(

B, f(B)
)

, имеет вид

x− A

B − A
=

y − f(A)

f(B)− f(A)
.
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Рис. 5

Исходя из этого уравнения строится итерационный процесс, сходящий-
ся для рассмотренных случаев к корню x̄:

xn+1 = xn −
f(xn)

f(xn)− f(x0)
(xn − x0), n = 1, 2, . . . . (5)

Видно, что этот метод является двухшаговым (т.е. для получения сле-
дующего приближения нужно знать значения f(x) в двух точках) и требу-
ет, чтобы один конец отрезка, на котором ищется корень, был неподвижен.

В качестве неподвижного конца выбирается тот конец, для которого
знак f(x) совпадает со знаком ее второй производной f ′′(x). Тогда после-
довательные приближения xn лежат по ту сторону корня, где f(x) имеет
знак, противоположный f ′′(x). Сходимость метода хорд — односторонняя
и монотонная. Так как на каждом шаге итерационного процесса за при-
ближенное значение корня xn+1 принимается корень интерполяционного
многочлена первой степени, то метод хорд называется еще методом линей-

ной интерполяции.

Комбинируя методы хорд и Ньютона, получаем следующие расчетные
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Рис. 6

формулы:

x̃n+1 = x̃n −
f(x̃n)

f ′(xn)
,

xn+1 = xn −
f(xn)

f(x̃n)− f(xn)
(x̃n − xn), n = 0, 1, 2, . . . .

(6)

В этих формулах метод хорд применяется каждый раз к новому от-
резку [xn, x̃n]. Геометрическая интерпретация комбинированного метода в
случае f ′(x) > 0, f ′′(x) > 0 на [A,B] приведена на рис. 7. Для других
случаев геометрическая интерпретация следует из рис. 6.

2. Скорость и условия сходимости методов, выбор начального
приближения

Рассмотрим более строго изложенные методы, уделив внимание ана-
лизу скорости и условиям их сходимости, а также надлежащему выбору
начального приближения к корню.
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Рис. 7.

2.1. Метод половинного деления

Для данного метода сходимость к простому корню обеспечивается для
любых непрерывных функций f(x) (в том числе недифференцируемых),
для которых выполняется условие f(A)f(B) < 0. Метод сходится со скоро-
стью геометрической прогрессии со знаменателем 1/2, при этом выбирать
начальное приближение к корню не нужно. За одну итерацию точность
увеличивается вдвое, т.е. уточнение трех цифр требует 10 итераций.

2.2. Метод простой итерации

Исследуем условия сходимости метода. Если ϕ(x) имеет непрерывную
производную, то

xn+1 − x̄ = ϕ(xn)− ϕ(x̄) = (xn − x̄)ϕ′(ξ),

где точка ξ лежит между точками xn и x̄. Поэтому если всюду на [A,B]
имеем |ϕ′(x)| ≤ q < 1, то отрезки |xn−x̄| убывают не медленней членов гео-
метрической прогрессии со знаменателем q < 1, и последовательность xn
сходится при любом нулевом приближении x0 ∈ [A,B].

Если |ϕ′(x)| > 1, то в силу непрерывности |ϕ′(x)| больше единицы и в
некоторой окрестности корня. В этом случае итерации сходиться не будут.
Это иллюстрируется на рис. 8 для ϕ′(x) > 1 и ϕ′(x) < −1.

Если |ϕ′(x)| < 1 в некоторой окрестности корня, но вдали от него
|ϕ′(x)| > 1, то итерации будут сходиться, когда нулевое приближение x0
выбрано достаточно близко к корню. В этом случае при произвольном
нулевом приближении сходимости может не быть.

Очевидно, что чем меньше q, тем быстрей сходимость. Вблизи кор-
ня асимптотическая сходимость определяется величиной |ϕ′(x̄)| и будет
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Рис. 8

особенно быстрой при ϕ′(x̄) = 0. Следовательно, успех метода зависит от
того, насколько удачно выбрана функция ϕ(x). Например, для извлечения
квадратного корня, т.е. для решения уравнения x2 = a, можно положить
ϕ(x) = a/x или ϕ(x) = (x+a/x)/2 и записать такие итерационные процес-
сы

xn+1 =
a

xn
xn+1 =

1

2

(

xn +
a

xn

)

.

Первый процесс вообще не сходится, а второй сходится при любом x0 ∈ [A,B]
и очень быстро, поскольку ϕ′(x̄) = 0.

Погрешность |xn − x̄| стремится к нулю монотонно при сходящемся
итерационном процессе (3), т.к.

|xn − x̄| ≤ q|xn−1 − x̄| ≤ |xn−1 − x̄|.

Это означает, что каждое следующее значение xn является (без учета оши-
бок округления) более точным, чем предшествующее значение xn−1.

2.3. Метод Ньютона

Будем предполагать, что на отрезке [A,B] выполнено условие f(A)f(B) < 0,
а производные f ′(x) и f ′′(x) непрерывны и сохраняют постоянные знаки.
По формуле Лагранжа имеем

0 = f(x̄) = f (xn + (x̄− xn)) = f(xn) + (x̄− xn)f
′(ξ),

где точка ξ лежит между xn и x̄.
Заменив приближенно f ′(ξ) на f ′(xn), x̄ на xn+1 и выполнив преоб-

разования, получим итерационный процесс (4). Итерации сходятся с той
стороны, с которой f(x)f ′′(x) > 0. Удачным начальным приближением x0
будет то, для которого выполняется неравенство f(x0)f

′′(x0) > 0. Если же
f(x0)f

′′(x0) < 0, то мы можем либо сделать одну лишнюю итерацию для
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того, чтобы попасть в область монотонной сходимости (рис. 9), либо вооб-
ще не сойтись к корню, когда начальное приближение x0 не очень хорошее
(рис. 10).

Рис. 9 и 10

Метод Ньютона можно также получить из разложения f(x) по форму-
ле Тейлора в окрестности корня x̄:

0 = f(x̄) = f(xn) + (x̄− xn)f
′(xn) +

1

2
(x̄− xn)

2f ′′(ξ), ξ ∈ [xn, x̄],

заменив x̄ на xn+1 и отбросив последний член:

0 = f(xn) + (xn+1 − xn)f
′(xn).

Метод Ньютона можно рассматривать как частный случай метода про-
стых итераций, если взять

ϕ(x) = x− f(x)

f ′(x)
.

Отсюда следует, что

ϕ′(x) =
ff ′′

(f ′)2
.

Если x̄ является простым корнем, то вблизи него f(x) ∼= a(x−x̄) и ϕ′(x̄) = 0.
Для метода простой итерации достаточное условие сходимости выражает-
ся неравенством |ϕ′(x)| < 1. Значит, для метода Ньютона при произволь-
ном нулевом приближении итерации сходятся, если всюду выполняется
неравенство |ff ′′| < (f ′)2. В противном случае сходимость будет не при
любом нулевом приближении, а только в некоторой окрестности корня.

Скорость сходимости метода вблизи простого корня определяется со-
отношением

xn − x̄ =
1

2
(xn−1 − x̄)2 ϕ′′(ξ), ξ ∈ [xn−1, x̄],

12



которое получается, если в равенстве

xn − x̄ = ϕ (xn−1)− ϕ(x̄)

разложить правую часть в ряд Тейлора и учесть, что ϕ′(x̄) = 0. Следо-
вательно, метод Ньютона сходится с квадратичной скоростью (тогда как
метод итерации сходится со скоростью геометрической прогрессии). Это
означает, что погрешность очередного приближения вблизи простого кор-
ня примерно равна квадрату погрешности предыдущего приближения, т.е.
если (n − 1)-я итерация давала три верных знака, то n-я дает примерно
шесть верных знаков, а (n+1)-я уже примерно 12 знаков. Геометрическая
интерпретация метода Ньютона, рассматриваемого как разновидность ме-
тода простой итерации, приведена на рис. 11.

Рис. 11
Если же x̄ является корнем кратности p > 1, то вблизи него f(x) ∼= a(x−x̄)p

и значение ϕ′(x̄) уже не равно нулю. Действительно, в этом случае имеем

ϕ′(x̄) =
f(x̄)f ′′(x̄)

(f ′(x̄))2
≈ p− 1

p
< 1.

Отсюда следует, что сходимость сходимости метода Ньютона к корню
кратности p > 1 перестает быть квадратичной и становится линейной и
равной скорости сходимости геометрической прогрессии со знаменателем
(p− 1)/p.

2.4. Комбинированный метод

Будем предполагать, что на отрезке [A,B] выполнено f(A)f(B) < 0, а
производные f ′(x) и f ′′(x) непрерывны и сохраняют постоянные знаки.
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В этих предположениях двухшаговый метод хорд (5) будет сходиться
с линейной скоростью, если в качестве начального приближения x0 взять
точку, в которой f(x0)f

′′(x0) > 0, а в качестве начального приближения x1
взять точку, в которой значение функции f(x1) имеет знак, противополож-
ный знаку f(x0). Значениями x0 и x1 могут быть, например, соответствую-
щие концы отрезка [A,B]. Этот метод можно рассматривать как частный
случай метода простых итераций, если взять

ϕ(x) = x− f(x)
(x− x0)

f(x)− f(x0)
.

Однако в методе хорд, в отличие от метода Ньютона, производная

ϕ′(x) =
(x0 − x̄)2

2

f ′′(ξ)

f(x0)
, ξ ∈ [x0, x̄],

отлична от нуля, чем и объясняется его линейная сходимость. В некоторой
окрестности вблизи корня будет выполняться неравенство |ϕ′(x)| ≤ q < 1,
и если точка x1 взята из этой окрестности, то последовательность (5) будет
сходиться к корню x̄.

В случае применения комбинированного метода (6) скорость сходимо-
сти будет увеличена не только за счет использования метода Ньютона,
имеющего квадратичную скорость сходимости, но и за счет того, что на
каждом шаге итерационного процесса метод хорд применяется каждый
раз на отрезке меньшей длины. Для комбинированного метода начальные
приближения x̃0 и x0 выбираются по формулам:

— в случае f(A)f ′′(A) > 0

x̃0 = A− f(A)

f ′(A)
, x0 =

Af(B)−Bf(A)

f(B)− f(A)
;

— в случае f(B)f ′′(B) > 0

x̃0 = B − f(B)

f ′(B)
, x0 =

Af(B)−Bf(A)

f(B)− f(A)
.

3. Практические критерии контроля точности

Вопрос выбора практически применимых критериев контроля точно-
сти вычисленного значения корня, т.е. определения того момента, когда
следует прекращать рассмотренные итерационные процессы, требует от-
дельного обсуждения. Казалось бы, этот вопрос прост, поскольку сам со-
бой напрашивается критерий, согласно которому о точности приближенно
вычисленного корня x̄∗ можно судить по тому, насколько хорошо он удо-
влетворяет заданному уравнению (1). При этом если число |f(x̄∗)| мало,
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Рис. 12

то считают, что x̄∗ является хорошим приближением для точного корня x̄.
Однако рис. 12 показывает, что это не всегда так (ε — заданная точность).

Если число f |(x̄∗)| велико, то это в свою очередь не всегда означает,
что x̄∗ является грубым приближением корня x̄. Данное утверждение сле-
дует из рис. 13, на котором x̄∗ − x̄ < ε.

Рис. 13

Иллюстрации на этих рисунках легко понять, если учесть, что при
умножении уравнения (1) на произвольное число α 6= 0 получается эквива-
лентное уравнение αf(x) = 0, причем число

∣

∣αf(x̄∗)
∣

∣ можно сделать сколь
угодно большим или сколь угодно малым за счет выбора множителя α.
Таким образом, оценка значения

∣

∣f(x̄∗)
∣

∣ не может служить практическим
критерием приемлемости приближенно вычисленного корня x̄∗.
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Кроме того, широко распространено еще одно заблуждение: если при
применении итерационных методов два последовательных приближения xn−1

и xn совпадают с заданной точностью ε, то также справедливо и неравен-
ство |xn − x̄| < ε. Однако в общем случае данное утверждение ошибочно.
Например, для метода простой итерации возможен случай, изображенный
на рис. 14.

Рис. 14
Легко показать также, что если значение ϕ′(x) близко к 1, то величина

|xn − x̄| может быть большой, тогда как значение |xn − xn−1| очень мало.
Критерий оценки точности приближенного значения корня по разно-

сти между двумя его последовательными приближениями не применим в
общем случае не только для метода простой итерации, но и для любых ите-
рационных методов, которые сходятся к корню с одной стороны, т.е. для
односторонних итерационных методов. Например, и для метода Ньютона
в общем случае совпадение с точностью до ε двух последовательных при-
ближений xn−1 и xn не гарантирует, что с той же точностью совпадут xn
и точный корень (рис. 15).

Однако этим критерием можно с успехом пользоваться на практике,
когда итерации оказываются попеременно то с одной стороны, то с другой
стороны корня, т.е. для двухсторонних итерационных методов. К их числу
относятся метод половинного деления, комбинированный метод и метод
простой итерации в случае −1 < ϕ′(x) < 0 (рис. 4).

Прежде чем перейти к рассмотрению практических критериев для од-
носторонних методов, сделаем одно важное замечание, состоящее в следу-
ющем. Ни на одной из вычислительных машин невозможно представить
все множество вещественных (действительных) чисел в силу ограничен-
ности разрядной сетки машинного слова. Фактически, машина оперирует
с некоторым конечным множеством рациональных чисел, представленных
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Рис. 15

с плавающей точкой (запятой). Поэтому необходимо учитывать разли-
чия, существующие между идеальной арифметикой и реальной машин-

ной арифметикой. В нашем случае если математически заданная (идеаль-
ная) функция f непрерывна и меняет знак на отрезке [A,B], то реально
вычисляемая на машине функция принимает в действительности лишь
дискретное множество значений, причем среди этих значений может не
оказаться нуля функции f . Это означает, что нам следует искать не нуль
функции f , а настолько малый отрезок [α, β], на котором f меняет знак,
что его длина будет меньше некоторой требуемой точности ε. Если таким
образом осуществляется контроль вычислений, то ε является абсолютной

точностью.

Этот способ контроля точности применим только для двухсторонних
методов, поскольку для них строится последовательность вложенных от-
резков, содержащих искомый нуль. При этом отрезок [α, β] можно сузить
настолько, что его концевыми точками будут два соседних представимых
в машине числа. Однако для односторонних методов мы не можем ве-
сти контроль по так определенной абсолютной точности, поскольку эти
методы не дают последовательности вложенных сужающихся отрезков,
содержащих нуль функции. В этом случае необходимо ввести некоторую
относительную характеристику точности вычислений, например, такую:
итерационный процесс проводить до тех пор, пока погрешность результата
не окажется меньше длины отрезка [A,B], уменьшенной в заданное коли-
чество раз. В оценках погрешности вместо длины отрезка [A,B] исполь-
зуют расстояние между нулевым приближением и значением нуля, кото-
рое, правда, заранее неизвестно. В этом случае говорят, что нуль функции
(корень уравнения) найден с относительной точностью ε, если вычислено
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такое приближение xn, что выполнено неравенство

|xn − x̄| ≤ ε|x0 − x̄|.

Это означает, что итерационный процесс должен продолжаться до тех
пор, пока расстояние от нулевого приближения до искомого нуля не будет
уменьшено в 1/ε раз.

Для двусторонних методов, конечно, можно вычислять корни уравне-
ния (1) с относительной точностью. Например, при критерии контроля
точности для метода половинного деления β − α ≤ 2−N(B − A), где N —
количество итераций, говорят, что корень найден с относительной точно-
стью 2−N . В критерии β − α ≤ ε число ε будет абсолютной точностью.
Для односторонних методов вводятся свои критерии контроля вычисле-
ний по абсолютной точности, но они отличаются от определенного выше
и основаны, например, на оценках для |xn − x̄|.

Рассмотрим теперь практические критерии контроля точности для ме-
тода простой итерации. В случае

∣

∣ϕ′(x)
∣

∣ ≤ q < 1 верна следующая оценка
погрешности для n-го приближения к корню:

|xn − x̄| ≤ q |xn−1 − x̄| ≤ . . . ≤ qn|x0 − x̄|.

Если корень x̄ уравнения (2) ищется с относительной погрешностью ε > 0,
чтобы при всех n ≥ n0(ε) выполнялось неравенство

|xn − x̄| ≤ ε |x0 − x̄|, (7)

то количество итераций, при котором выполнено данное неравенство, опре-
деляется из условия qn ≤ ε, т.е.

n ≥ ln (1/ε)

ln (1/q)
.

Таким образом, минимальное количество итераций n0(ε), при котором до-
стигается заданная относительная точность ε, равно

n0(ε) =

[

ln (1/ε)

ln (1/q)

]

, (8)

где [a] — целая часть числа a. Это соотношение может быть использовано
на практике для окончания итераций. Данная оценка обладает тем недо-
статком, что для ее применения желательно поточнее знать значение q.

Другие применимые на практике оценки имеют вид

|xn − x̄| ≤ qn

1− q
|x1 − x0|, |xn − x̄| ≤ q

1− q
|xn − xn−1|, (9)

однако также требуют знания q.
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Можно использовать следующий критерий сходимости. Вблизи корня
итерации сходятся примерно как геометрическая прогрессия со знамена-
телем

q =
xn − xn−1

xn−1 − xn−2

.

Чтобы сумма дальнейших ее членов не превосходила заданной точности ε,
то должен выполнятся такой критерий сходимости:

∣

∣

∣

∣

q
xn − xn−1

1− q

∣

∣

∣

∣

=
(xn − xn−1)

2

|2xn−1 − xn − xn−2|
< ε. (10)

При выполнении этого условия итерации (3) можно прекращать. Однако
не следует забывать, что этот критерий применим вблизи корня.

Оценки (9) и (10) применяются, когда корень ищется с абсолютной
погрешностью ε.

Для метода Ньютона условие окончания итераций при контроле точ-
ности по относительной ошибке определяется неравенством

n ≥ n0(ε) = [log2 log2 (1/ε)]. (11)

При выполнении данного неравенства верна оценка (7). Оценка для аб-
солютной погрешности n-го приближения к корню x̄ по методу Ньютона
определяется неравенством

|x̄− xn| ≤
f(xn)

m1

, (12)

гдеm1 — наименьшее значение f ′(x) на отрезке [A,B]. Эта оценка вытекает
из формулы Лагранжа

f(x̄)− f(xn) = (x̄− xn)f
′(ξ),

где ξ — промежуточное значение между x̄ и xn, а f(x̄) = 0.

Метод половинного деления следует применять до тех пор, пока не
выполняется неравенство |xn − xn−1| ≤ 2ε, где ε — заданная абсолютная
погрешность. Тогда середина последнего отрезка даст значения корня с
требуемой абсолютной точностью.

Для комбинированного метода (6) итерационный процесс прекращает-
ся, если |xn − x̃n| оказывается меньше ε, где ε — заданная абсолютная
погрешность. В качестве значения корня целесообразно взять

x̄∗ =
xn + x̃n

2
.
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4. Краткое сравнение методов

1) Метод половинного деления. Этот метод прост и очень надежен, по-
скольку обеспечивается сходимость к простому корню для любых непре-
рывных функций f(x), в том числе недифференцируемых, при этом метод
устойчив к ошибкам округления. Однако скорость сходимости, совпадаю-
щая со скоростью сходимости геометрической прогрессии со знаменате-
лем 1/2, невелика: за одну итерацию точность увеличивается примерно
вдвое, т.е. уточнение трех цифр требует 10 итераций. Зато точность ответа
гарантируется, поскольку искомый корень всегда заключен в самом внут-
реннем отрезке построенной последовательности, длина которого может
быть сделана меньшей заданной точности. Поэтому практическая оценка
погрешности вычисленного приближенного значения корня не представ-
ляет затруднений.

Перечислим недостатки метода половинного деления. Для его приме-
нения необходимо предварительно найти отрезок, на котором функция ме-
няет знак. Если на этом отрезке лежит несколько корней, то заранее неиз-
вестно, к какому из них сойдется процесс (хотя к одному из них заведомо
сойдется). Метод неприменим для вычисления корней четной кратности.
Для корней нечетной высокой кратности он сходится, но менее устойчив к
ошибкам округления, возникающих при вычислении f(x), и менее точен.
Его нельзя, к сожалению, обобщать на случай систем уравнений.

Метод половинного деления применяется для грубого нахождения кор-
ней, так как при увеличении точности значительно возрастает объем вы-
числительной работы. Если каждое вычисление f(x) несложно, то данный
метод вполне рекомендуется для практических применений.

2) Метод простых итераций. Этот метод имеет важное достоинство,
поскольку в нем не накапливаются ошибки вычислений (такие методы на-
зываются самоисправляющимися). Отдельная ошибка в вычислениях, не
выводящая за пределы отрезка [A,B], не повлияет на конечный результат,
так как ошибочное значение можно рассматривать как новое начальное
значение x0; возможно, возрастет лишь количество итераций. Впрочем,
этим свойством обладают все остальные рассмотренные методы.

В отличие от метода Ньютона и комбинированного метода в этом ме-
тоде не требуется вычислять производные f ′(x), а соответствующим под-
бором ϕ(x) можно добиться более быстрой сходимости по сравнению с
методом половинного деления.

Укажем один довольно общий прием приведения уравнения (1) к ви-
ду (2), для которого обеспечено выполнение неравенства |ϕ′(x)| ≤ q < 1.
Пусть искомый корень x̄ лежит на отрезке [A,B], причем

0 < m1 ≤ f ′(x) ≤M1. (13)

Если f ′(x) отрицательная, то вместо уравнения f(x) = 0 рассматриваем

20



уравнение −f(x) = 0. Заменим уравнение (1) эквивалентным ему уравне-
нием

x = ϕ(x) = x− λf(x), λ > 0.

Подберем параметр λ так, чтобы на [A,B] выполнялись неравенства

0 ≤ ϕ′(x) = 1− λf ′(x) ≤ q < 1. (14)

Отсюда в силу (13) получаем

0 ≤ 1− λM1 ≤ 1− λm1 ≤ q.

Следовательно, можно выбирать λ =
1

M1

, q = 1− m1

M1

< 1. Тогда неравен-

ства (14) выполнены.
3) Метод Ньютона. Этот метод при ε → 0 асимптотически требу-

ет меньшего количества итераций. Сходимость метода к простому корню
квадратичная, однако при вычислении кратных корней он имеет скорость
только геометрической прогрессии. Это обусловлено тем, что если x̄ явля-

ется p-кратным корнем, то вблизи него f(x) ≈ a(x−x̄)p и ϕ′(x̄) =
p− 1

p
6= 0,

откуда 0 ≤ ϕ′(x̄) < 1, поскольку p > 1. Суммарный объем вычислительной
работы метода Ньютона порядка

(α1 + α2) log2 log2(1/ε),

где α1 и α2 — число операций, требуемых для вычисления f(x) и f ′(x).
Однако объем вычислений будет меньше, если операции для вычисления
f(x) и f ′(x) можно совместить.

Метод Ньютона хорош еще тем, что при его помощи можно вычис-
лять комплексные корни, если задать комплексное начальное приближе-
ние. Это же относится к методу простой итерации.

Из записи (4) следует, что чем больше численное значение f ′(x) в
окрестности корня, тем меньше поправка к (n+1)-y приближению. Поэто-
му метод Ньютона особенно удобно применять, когда вблизи корня график
функции y = f(x) имеет большую крутизну. Однако если значение f ′(x)
мало, то поправки будут велики, а значит вычисление корня может ока-
заться долгим или вовсе невозможным. Отсюда следует, что если кривая
y = f(x) вблизи точки пересечения с осью абсцисс почти горизонтальна,
то применение метода Ньютона не рекомендуется.

4) Комбинированный метод. Недостаток односторонних методов, к ко-
торым относится методы простой итерации (в общем случае) и Ньютона,
состоит в трудности контроля точности вычислений. В методе половин-
ного деления этот недостаток отсутствует, поскольку последовательные
приближения лежат по разные стороны от корня, и поэтому контроль
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точности можно вести по их разности. Такое преимущество двусторон-
них методов присуще комбинированному методу. В нем сочетается метод
Ньютона и метод хорд, в которых монотонная (односторонняя) сходимость
происходит по разные стороны корня, достигая при этом более быстрой
сходимости, чем в методе половинного деления.

5. Еще раз о практических критериях контроля точности и
окончания счета

Как указывалось выше, окончание счета для двухсторонних методов
осуществляется тогда, когда либо заданная абсолютная точность оказы-
вается достигнутой, либо выполнено заданное разрешенное максималь-
ное количество итераций, а для односторонних методов— когда выпол-
нено минимальное количество итераций, при котором достигается требу-
емая относительная точность. К этим критериям окончания счета мож-
но было бы попытаться добавить какой-либо другой критерий (например,
|xn+1 − xn|
|xn − xn−1|

> 1), который позволял бы выявлять расходимость метода на

ранних этапах итерационного процесса и тем самым давал бы заметную
экономию вычислительной работы. Однако применение такого рода кри-
териев практически не оправдано из-за того, что они часто приводят к
преждевременному завершению итерационного процесса, поскольку ите-
рации могут вначале расходиться, прежде чем начать сходиться к корню.

Рассмотрим теперь еще один критерий контроля точности для двухсто-
ронних методов, который можно назвать комбинированным, поскольку он
объединяет контроль по абсолютной εA и относительной εO погрешностям:

|xn+1 − xn| ≤ εA + εO |xn|. (15)

В пользу этого критерия можно высказать следующие соображения.
Если задана только допустимая абсолютная погрешность εA (т.е. от-

носительная погрешность задана равной нулю: εO = 0), то тем самым
фиксируется десятичный разряд приближенного значения корня, соответ-
ствующий требуемой самой младшей верной цифре этого значения. Одна-
ко если задать абсолютную погрешность без учета величины порядка ис-
комого корня и длины разрядной сетки машины, то контроль вычислений
по абсолютной погрешности может оказаться невозможным. Например,
если вычисления проводятся с семью десятичными разрядами и искомый
корень равен 55555.55, то задание абсолютной погрешности, равной 10−4

является бессмысленным и приведет к зацикливанию итерационного про-
цесса. Поэтому если мы хотим, чтобы четвертый разряд приближенного
значения корня соответствовал самой младшей верной цифре, то в данном
примере мы должны положить абсолютную погрешность равной 10, что
в отрыве от величины порядка искомого корня и количества разрядов, с
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которыми проводятся вычисления, может показаться нелепым, поскольку
обычная абсолютная погрешность используется для задания количества
верных цифр после точки (запятой), отделяющей целую часть от дробной.
Таким образом, чтобы разумно задать абсолютную погрешность, нужно
предварительно знать величину порядка искомого решения задачи (а это,
конечно, не всегда возможно) и учитывать величину начального прибли-
жения.

Если задана только относительная погрешность εO (т.е. в (15) εA = 0),
то тем самым фиксируется общее требуемое количество верных цифр при-
ближенного значения корня. Однако если искомый корень мал и значе-
ние xn становится слишком близким к нулю, то даже при разумном зада-
нии εO неравенство (15) может никогда не достигаться или же при вычис-
лении εO |xn| может произойти образование машинного нуля (потеря зна-
чимости). Поясним, почему неравенство (15) может никогда не достигать-
ся, даже если в машинном представлении произведение εO |xn| не равно
нулю, и итерационный процесс гарантировано сходится (как, например,
в методе половинного деления). Это следует из следующего фундамен-

тального свойства систем представления на машинах чисел с плавающей
точкой (запятой): расстояние между числом x и соседним по отношению

к нему числом не меньше
macheps · |x|

β
и не больше macheps · |x|, если

только само число или соседнее число не равно нулю. Здесь β — основа-
ние системы счисления машины, а машинно-зависимый параметр macheps,
называемый машинным эпсилон, характеризует относительную точность
плавающей арифметики и является наименьшим числом с плавающей точ-
кой, для которого удовлетворяется неравенство

1.0 + macheps > 1.0.

Значение macheps/β равно расстоянию от 1.0 до левого соседнего чис-
ла, а само значение macheps = β1−t (t — количество разрядов в мантиссе

машинного слова) представляет собой расстояние от 1.0 до правого сосед-
него числа. Таким образом, если εO |xn| окажется меньше macheps · |xn|/β,
то неравенство (15) при εA = 0 никогда не будет достигаться, а основан-
ный на нем итерационный процесс никогда не завершится. Если мы хотим,
чтобы xn+1 и xn стали максимально близкими друг другу, т.е. соседними
числами, то критерий контроля точности должен быть таким:

|xn+1 − xn| ≤ macheps ·max (|xn+1|, |xn|) .

Данный критерий неприменим для небольшой окрестности нуля, в кото-
рой происходит образование машинного нуля при вычислении правой ча-
сти. Отметим, что расстояние от нуля до правого (левого) соседнего числа
не связано с параметром macheps и представляет собой самостоятельный
машинно-зависимый параметр.
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Таким образом, применение неравенства (15) позволяет избегать тех
тупиковых ситуаций, которые могут возникнуть, если задавать требуемое
количество верных знаков в приближенном решении, не заботясь о вели-
чине его порядка.

Как указывалось выше, применение критерия

|f(xn)| ≤ ε̃A (16)

не гарантирует, что приближение xn к искомому корню найдено с пред-
писанной точностью; то же самое можно сказать и о критерии (15) для
односторонних методов. Однако на практике для односторонних методов
одновременное применение критериев (15) и (16) вполне разумно, если
значения εA, εO и ε̃A выбрать достаточно малыми.

6. Как лучше вычислять среднее арифметическое двух чисел

Ошибки округления, которые сами по себе кажутся незначительными,
могут оказать существенное влияние на конечный результат, если для его
получения выполняется большое количество арифметических операций.
Поэтому следует стараться минимизировать ошибки в каждой операции
или в последовательности операций, уменьшая тем самым их распростра-
нение и воздействие на конечный результат. Рассмотрим как это мож-
но сделать в случае выполнения простой операции вычисления среднего

арифметического
a+ b

2
двух чисел a и b, т.е. операции вычисления оче-

редного приближения метода половинного деления.
Возможны два способа выполнения этой операции:

c =
a+ b

2
(17) и c = a +

b− a

2
. (18)

Очевидно, что формула (17) требует на одну операцию сложения меньше,
чем формула (18), но с точки зрения точности не всегда лучше. Действи-
тельно, пусть вычисления выполняются в десятичной арифметике с тремя
цифрами и с правильным округлением для a = 0.596 и b = 0.600. Тогда
будем иметь

c =
0.596 + 0.600

2
=

1.200

2
= 0.600,

хотя правильное значение c равно 0.598. Если же мы будем проводить
вычисления по формуле (18), то будем иметь

c = 0.596 +
0.600− 0.596

2
= 0.596 +

0.004

2
= 0.598.

Отметим, что в данном примере, для которого формула (18) является
предпочтительней, числа a и b имеют одинаковые знаки.
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Рассмотрим другой пример для десятичной четырехзначной арифме-
тики, в которой вместо операции правильного округления применяется
отбрасывание лишних разрядов. Пусть a = −3.483 и b = 8.765. Тогда по
формуле (17) будем иметь

c =
−3.483 + 8.765

2
=

5.282

2
= 2.641,

что представляет собой точный результат. Вычисления по формуле (18)
дают

c = −3.483 +
8.765 + 3.483

2
= −3.483 +

12.24

2
= −3.483 + 6.120 = 2.637.

Даже если бы мы здесь выполняли округление, то все равно результат по
формуле (18) отличался бы от точного, поскольку значение c равнялось
бы 2.642. Следовательно, в данном примере, в котором числа a и b имеют
разные знаки, формула (17) оказалась предпочтительнее.

Отсюда мы можем сделать вывод, что для достижения наивысшей точ-
ности мы должны применять либо формулу (17), либо формулу (18) в за-
висимости от знаков a и b. Поэтому наилучшую формулу для вычисления
среднего арифметического a и b можно представить следующим образом:

если (sign], (a) 6= sign (b)) , то c =
a + b

2
иначе c = a +

b− a

2
.

Рассмотренный пример показывает, какие меры предосторожности сле-
дует применять при реализации простейших операций и как выбор пра-
вильных формул может улучшить точность программы.

Вернемся к методу половинного деления. Применение формулы (18)
для него предпочтительней, поскольку в конечном счете наступает такой
момент, когда знаки приближения ak и bk к корню будут одинаковыми
вплоть до окончания итерационного процесса (исключением является слу-
чай, когда искомый корень равен нулю). До этого момента, когда точность
формулы (17) выше, нет необходимости минимизировать ошибки округле-
ния, поскольку их влияние незначительно по сравнению с общей ошибкой
в текущих приближениях к корню.

Рассмотренный способ уточнения вычислений среднего арифметиче-
ского двух чисел, по крайней мере для метода половинного деления, может
показаться надуманным, поскольку, как правило, вовсе не нужна столь
высокая точность, а данный метод является самоисправляющимся (т.е.
отдельная ошибка в вычислениях не влияет на результат, если она не вы-
водит за пределы отрезка [A,B] и точность не слишком высока, потому
что ошибочное значение можно считать новым приближением; возможно
возрастет лишь количество итераций). Однако это не так. Формулу (18)
следует применять в программах, которые могут быть потенциально ис-
пользованы для вычисления корней с максимально возможной точностью,
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Кроме того, на машинах, в которых вместо округления осуществляется
отбрасывание лишних разрядов, формула (17) может вывести за пределы
текущего подотрезка (например, в десятичной трехзначной арифметике
для a = 0.982 и b = 0.987 будем иметь:

c =
a+ b

2
=

0.982 + 0.987

2
=

1.96

2
= 0.980.

И, наконец, лучше придерживаться общего правила, согласно которому
новое приближение следует вычислять прибавлением полученной поправ-
ки к текущему приближению.

7. Как лучше проверить, меняет ли функция знак на концах
отрезка

Обычный способ проверки изменения знака функции f(x) на концах
отрезка [A,B] состоит в проверке условия

f(A)f(B) < 0.

Однако если значение f(A) и f(B) близки к нулю, то результат умно-
жения f(A)f(B) может стать машинным нулем, и этот способ окажется
неприемлемым. Поэтому требуемую проверку лучше выполнять следую-
щим образом:

f(A) ∗ f(B)

abs
(

f(B)
) < 0.

8. Неустойчивость корней

Рассмотрим случай, когда функция f(x) вблизи корня x̄ имеет неболь-
шую производную, т.е. ее график почти горизонтален в окрестности корня:

Очевидно, что тогда любое небольшое возмущение функции f(x) (ска-
жем, f(x) + ε) приведет к заметному изменению в значении корня x̄. По-
добная неустойчивость характеризует корень x̄, а не саму функцию f(x),
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поскольку она может иметь другие корни, не столь чувствительные к воз-
мущениям, и типична для полиномов. Например, рассмотрим уравнение
(x−1)2 = 0 и пусть его правая часть оказалась возмущенной на 10−6, т.е. в
действительности уравнение имеет вид (x− 1)2 = 10−6. Тогда корни урав-
нения будут равны 1 ± 10−3, т.е. возмущение свободного члена полинома
на 10−6 вызвало изменение в корнях, равное 10−3. Такая чувствительность
корней полиномов к возмущениям в их коэффициентах еще более выра-
жена у полиномов высоких степеней.

Практическая проверка устойчивости вычисленного корня состоит в
повторном просчете для возмущенной f(x) с другой точностью и анализе
величины изменения нового корня по сравнению с величиной возмущения.

9. Еще раз о методе Ньютона и его модификациях. Метод
секущих

Как указывалось в п. 4, если x̄ является p-кратным корнем, то вблизи
него метод Ньютона имеет скорость геометрической прогрессии со знаме-

нателем
p− 1

p
. Поскольку производная f ′(xn) мала, когда приближение xn

близко к кратному корню, то может появиться опасение, не возникнет ли
переполнение арифметического процессора машины при вычислении по-

правки
f(xn)

f ′(xn)
. Однако переполнения произойти не может. Действительно,

пусть x̄ — корень кратности 3 уравнения f(x) = 0. Тогда мы можем за-
писать, что f(x) = (x− x̄)3 q(x), где q(x) — непрерывная функция, такая,
что q(x̄) 6= 0. Если обозначить xn− x̄ = ε, то по расчетной формуле метода
Ньютона будем иметь:

xn+1 = xn −
ε3q(xn)

3ε2q(xn) + ε3q′(xn)
= xn −

ε

3
+O(ε2).

Таким образом, хотя значение знаменателя f ′(xn) мало вблизи кратно-
го корня, значение числителя все же меньше на множитель ε, и поэтому
операция деления не вызывает затруднений.

Если производная f ′(x) мало меняется в окрестности корня, то полу-
чаем видоизмененный метод Ньютона

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(x0)
.

Геометрически этот способ означает, что каждый раз касательные про-
водятся параллельно касательной к кривой y = f(x) в точке (x0, f(x0))
(рис. 16).

Это видоизменение позволяет не вычислять f ′(xn) при каждой новой
итерации, что полезно, если f ′(xn) трудоемка для вычислений. Сходимость
процесса обеспечивается при тех же условиях, что и для метода Ньютона.
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Рис. 16

Можно вообще избежать вычисления производной, если заменить ее
первой разделенной разностью, найденной по двум последним итерациям.
Это означает, что касательная заменяется секущей. В этом случае вместо
метода Ньютона имеем следующий итерационный процесс, получивший
название метода секущих:

xn+1 = xn −
xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)
f(xn).

В данном процессе для вычисления очередного приближения необходимо
знать два предыдущих. Такие процессы называются двухшаговыми. Гео-
метрическая интерпретация приведена на рис. 17.

Рис. 17
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Скорость сходимости метода секущих вблизи корня x̄ определяется со-
отношением:

xn+1 − x̄ ≈ (xn − x̄)1.62
(

f ′′(x̄)

f ′(x̄)

)0.62

.

Отсюда видно, что в методе Ньютона ошибка убывает быстрее, поскольку
у него скорость сходимости квадратичная. Однако в методе Ньютона при-
ходится считать как значение функции, так и значение производной, а в
методе секущих — только значения функции. Сравнение объемов вычис-
ления этих двух методов можно сделать следующим образом. Для метода
секущих минимальное количество итераций, требуемых для достижения
заданной относительной точности ε, определяется соотношением

n0(ε) ∼ 1.44 log2log2
1

ε
.

Обозначим через α1 объем вычислительной работы, требуемой для вычис-
ления значения функции в точке, а через α2 — дополнительный объем для
вычисления значения производной в той же точке (при этом учитывается,
что f(x) и f ′(x) могут иметь общие выражения, которые следует вычис-
лять на каждой итерации только один раз). Тогда суммарные затраты
работ для метода секущих будут порядка

1.44α1 log2log2
1

ε
,

а для метода Ньютона

(α1 + α2) log2log2
1

ε
.

Если совмещение операций для вычисления f(x) и f ′(x) таково, что выпол-
нено неравенство α2 < 0.44α1, то с точки зрения затрат вычислительной
работы при наличии хорошего начального приближения предпочтитель-
нее использовать метод Ньютона.

В знаменателе метода секущих стоит разность значений функции, что
приводит к потере значащих цифр вблизи корня (особенно корня высокой
кратности), поскольку эти значения становятся малыми и очень близки-
ми. Возникает “разболтка” счета, вследствие которой ограничивается точ-
ность, с которой можно найти корень. Такого рода “разболтку” учитывают
применением следующего приема. Выбирают некоторое не очень малое ε и
ведут итерации до тех пор, пока не выполнится неравенство |xn+1−xn| < ε.
Затем расчеты продолжаются, пока убывает |xn+1 − xn|. Первое же воз-
растание разности означает, как правило, начало “разболтки” после чего
итерации прекращают. Этот способ называют способом Гарвика.
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10. Метод парабол

Этот метод называют еще методом Мюллера, или квадратичной ин-

терполяцией.
Рассмотренный выше метод секущих основан на замене функции f(x)

интерполяционным многочленом первой степени, проведенным по узлам xn
и xn−1. По трем последним итерациям можно построить интерполяцион-
ный многочлен второй степени, т.е. заменить график функции f(x) пара-

болой y = ax2 + bx+ c. Коэффициенты параболы a, b и c определяются из
условия, что парабола должна проходить через точки

(xn−2, fn−2), (xn−1, fn−1), (xn, fn),

fi = f(xi), i = n− 2, n− 1, n.

Поэтому имеем следующие расчетные формулы для их определения, кото-
рые получаются из решения трех линейных систем с тремя неизвестными:

a =
(fn − fn−1)(xn−1 − xn−2)− (fn−1 − fn−2)(xn − xn−1)

(xn − xn−1)(xn−1 − xn−2)(xn − xn−2)
;

b = −a(xn + xn−1) +
fn − fn−1

xn − xn−1

;

c = fn − ax2n − bxn.

Для нахождения очередного приближения xn+1 вычисляются корни
квадратного уравнения ax2 + bx + c = 0, которые имеют вид u ± √

v. В
качестве xn+1 выбирается тот корень, у которого знак перед радикалом
совпадает со знаком числа u. Такой выбор делается для того, чтобы избе-
жать потери значимости при вычитании двух возможно близких величин u
и
√
v.
Данный итерационный процесс является трехшаговым и требует для

начала расчетов задания трех первых начальных приближений. Обыч-
но библиотечные программы требуют задания только одного начального
приближения к искомому корню; два других приближения генерируются
самими программами, поскольку их точное расположение на числовой оси
не столь существенно (например, если x0 = γ, то в качестве x1 и x2 можно
выбрать 0.9γ и 1.1γ соответственно).

Скорость сходимости метода парабол вблизи простого корня определя-
ется соотношением

|xn+1 − x̄| ≈
∣

∣

∣

∣

f ′′′(x̄)

6f ′(x̄)

∣

∣

∣

∣

0.42

|xn − x̄|1.84,

т.е. его скорость сходимости даже медленнее квадратичной, хотя этот ме-
тод построен по образцу методов третьего порядка. Этот факт объясня-
ется тем, что замена графика функции параболой означает построение
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интерполяционного многочлена второй степени в форме Ньютона

P2(x) = f(xn) + (x− xn)f(xn; xn−1) + (x− xn)(x− xn−1)f(xn; xn−1; xn−2),

где

f(xn; xn−1) =
f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1

— разделенная разность первого порядка, а

f(xn; xn−1; xn−2) =
f(xn; xn−1)− f(xn−1; xn−2)

xn − xn−2

— разделенная разность второго порядка
Таким образом, существенное уменьшение скорости сходимости связа-

но с заменой производных разделенными разностями. Вблизи кратного
корня сходимость еще медленнее, хотя и более быстрая, чем линейная.
Строить аналогичные методы с использованием интерполяционных мно-
гочленов более высокой степени невыгодно, поскольку расчеты по ним
усложняются, а скорость сходимости не будет быстрее квадратичной.

Метод парабол обладает рядом важных достоинств. Прежде всего, прак-
тика его использования подтверждает, что для преобладающего большин-
ства решаемых задач этот метод сходится к корню почти при любом набо-
ре начальных приближений, причем для него не нужно выполнение пред-
варительной процедуры отделения корней. Метод парабол эффективен
для нахождения всех корней многочленов высоких степеней. Кроме то-
го, корни квадратного уравнения u ± √

v могут быть комплексными (т.е.
ветви параболы могут не пересекать вещественной оси), хотя все преды-
дущие приближения могут быть вещественными. Это означает, что метод
парабол обладает возможностью вычисления комплексных корней функ-
ции, даже если начальные приближения являются вещественными.

Метод парабол обладает тем недостатком, что “разболтка” счета вбли-
зи корня сказывается еще сильнее, поскольку в расчетных формулах ис-
пользуются вторые разделенные разности. Однако корни все же можно
найти с хорошей точностью, а для определения оптимального количества
итераций следует пользоваться способом Гарвика, который описан в п. 9.

Если ищутся только вещественные корни, то метод парабол неудобен
тем, что его реализация должна быть выполнена в комплексной ариф-
метике, чтобы учесть возможность появления комплексных приближе-
ний xn. Поэтому и подпрограмма вычисления f(x) должна быть написа-
на в комплексной арифметике. Поскольку арифметические операции для
комплексных чисел требуют по крайней мере в два раза больше времени,
чем для вещественных чисел, то при поиске только вещественных корней
очевидна потеря эффективности. Чтобы избежать этого, применяют ме-
тод обратной квадратичной интерполяции. Существо этого метода проще
всего пояснить следующим образом.
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В (прямом) методе парабол мы строили по трем точкам такую пара-
болу, ветви которой направлены либо вниз, либо вверх, причем, очевидно,
ветви могут и не пересекаться с вещественной осью, что и определяет
возможность вычисления комплексных корней. Геометрически этот метод
иллюстрируется на рис. 18.

Рис. 18

Однако по тем же трем точкам (xn−2, fn−2), (xn−1, fn−1), (xn, fn) мы
можем построить параболу

x = ay2 + by + c,

ветви которой направлены либо вправо, либо влево вдоль вещественной
оси, а это означает, что одна ветвь обязательно пересечется с веществен-
ной осью, и очередное приближение к корню всегда будет вещественным
(рис. 19).

Метод, основанный на построении такого рода парабол, называется ме-

тодом обратной интерполяции. Очевидно, что в качестве очередного при-
ближения в этом методе выбирается xn+1 = c, где

c = xn − af 2
n − bfn,

b = −a(fn + fn−1) +
xn − xn−1

fn − fn−1

,

a =
(xn − xn−1)(fn−1 − fn−2)− (xn−1 − xn−2)(fn − fn−1)

(fn − fn−1)(fn−1 − fn−2)(fn − fn−2)

Рассмотренный метод требует меньших затрат, чем метод парабол, по-
скольку в нем используется только вещественная арифметика и не тре-
буется извлечения квадратных корней. Более того, его скорость сходимо-
сти остается той же, равной приблизительно 1.84. Однако метод обратной
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Рис. 19

квадратичной интерполяции требует задания хороших начальных прибли-
жений, что снижает его практическое значение по сравнению с методом
парабол.

11. Еще раз о комбинированных методах

В рассмотренных выше методах мы не учитывали локальные свойства
функций на выделенных отрезках, содержащих корни. Однако ясно, что
если мы будем их учитывать, то можно динамически переключаться с
одного метода на другой в зависимости от поведения функции, повышая
тем самым скорость сходимости.

Рассмотрим вначале комбинации методов хорд и половинного деления.
На рис. 20 показан случай, когда метод хорд дает худшее приближение по
сравнению с методом половинного деления.

Может быть предложен следующий алгоритм. На первых шагах при-
меняется метод половинного деления cn = (an + bn)/2 и после вычисления
решается вопрос, лежит ли точка (cn; f(cn)) на прямой, проходящей через
точки (an; f(an)) и (bn; f(bn)). Из аналитической геометрии известно, что
условием принадлежности трех точек одной прямой является равенство
нулю следующего определителя:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

an f(an) 1
cn f(cn) 1
bn f(bn) 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Раскрыв определитель, будем иметь

cnf(bn)− bnf(cn)− anf(bn) + bnf(an) + anf(cn)− cnf(an) = 0.
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Рис. 20

После приведения подобных членов имеем

(bn − cn)f(an)− (bn − an)f(cn) + (cn − an)f(bn) = 0.

Поскольку cn = (an + bn)/2, то

bn − an

2
f(an)− 2(bn − an)

2
f(cn) +

bn − an

2
f(bn) = 0,

т.е.
f(an)− 2f(cn) + f(bn) = 0,

если все рассматриваемые точки принадлежат одной прямой. Естественно
считать условием принадлежности этих точек одной прямой выполнение
неравенства

|f(an)− 2f(cn) + f(bn)| < γ |f(bn)− f(an)|,

где параметр γ подбирается экспериментально.
В случае положительного ответа, начиная с этого момента в качестве

cn+1 берут приближение по методу хорд, а в противном случае применяют
метод половинного деления и рассматривают вопрос о принадлежности
новых трех точек одной прямой.

Второй комбинированный метод, получивший название метода Брен-

та, является двусторонним и представляет собой объединение методов
обратной квадратичной интерполяции, секущих и половинного деления.
На каждой итерации всегда вначале делается попытка применить обрат-
ную квадратичную интерполяцию. Если полученное приближение “разум-
но”, т.е. оно остается внутри текущего интервала, на котором функция
меняет знак, и не слишком близка к его концам, то итерация считается
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завершенной. В противном случае применяется метод секущих и полу-
ченное приближение также проверяется на “разумность”. Если оно также
неудовлетворительно, то применяется метод половинного деления. Метод
Брента относится к числу наиболее эффективных практических методов.

12. Вычисление комплексных, кратных и нескольких корней

Для того чтобы вычислить комплексный корень, если функция f(x)
вещественная при вещественном аргументе, в методах простых итераций,
Ньютона или секущих необходимо задать комплексное начальное прибли-
жение. В методе парабол сходимость к комплексному корню возможна и
при вещественных начальных приближениях.

Для вычисления корней нечетной кратности применимы все рассмот-
ренные методы, поскольку в этом случае возможно выделить отрезки, на
которых функция меняет знак. Если кратность корня четна, то применя-
ют методы Ньютона или секущих, а также метод парабол.

Если кратность корня заранее неизвестна или ищутся несколько кор-
ней, то прибегают к следующему способу.

Если x̄1 является простым корнем и для функции f(x) на рассматри-
ваемом отрезке выполняется неравенство |f(x′) − f(x′′)| ≤ Kδ для любой
пары точек отрезка, удовлетворяющих условию |x′−x′′| ≤ δ, где K — неко-
торая константа (константа Липшица), то вспомогательная функция

g1(x) =
f(x)

x− x̄1

непрерывна, причем все нули функций f(x) и g(x) совпадают, за исклю-
чением x̄1, поскольку g1(x̄1) 6= 0. Если x̄1 является кратным корнем, то он
будет нулем функции g1(x), но кратности на единицу меньше, а осталь-
ные нули обеих функций будут одинаковыми. Отсюда следует, что найден-
ный корень всегда можно удалить, перейдя к функции g1(x). Тогда поиск
остальных нулей функции f(x) сводится к поиску нулей функции g1(x).
Если найден какой-либо нуль x̄2 функции g1(x), то и его можно удалить,
вводя другую вспомогательную функцию

g2(x) =
g1(x)

x− x̄2
=

f(x)

(x− x̄1)(x− x̄2)
.

Повторяя этот процесс, мы находим требуемое количество корней.
Однако в действительности мы находим лишь приближенное значение

корня x̃1 ≈ x̄1 и строим функцию не g1(x), а функцию g̃1(x) =
f(x)

x− x̃1
, ко-

торая имеет нуль в точке x̄1 и полюс в близкой к ней точке x̃1. Чтобы это
не сказывалось при нахождении следующих корней, надо вычислять каж-
дый корень с высокой точностью, особенно если он кратный или вблизи
него расположен другой корень.
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Кроме того, для любого метода окончательные итерации вблизи опре-
деляемого корня рекомендуется делать не по функциям gi(x), а по исход-
ной функции f(x). При этом последние итерации, вычисленные по функ-
ции gi(x), используются в качестве нулевых приближений. Это особенно
важно при вычислении многих корней, поскольку чем больше корней уда-

лено, тем меньше нули вспомогательной функции
f(x)

∏

i

(x− x̃i)
соответству-

ют остальным нулям функции f(x).
Для нахождения n нулей функции, когда нет информации относитель-

но начальных приближений к ним или же начальные приближения гру-
бые, применяют метод парабол. Если начальные приближения к нулям
достаточно хорошие, то разумно применение методов секущих или Ньюто-
на, когда возможны нули четной кратности, или же двустороннего метода
Брента в противном случае.

13. Корни многочленов

Для нахождения корней многочленов рекомендуется метод парабол.
Хотя его сходимость при произвольном начальном приближении и не до-
казана, но на практике этот метод быстро сходится к какому-нибудь кор-

ню. Поскольку для многочлена частное
f(x)

x− x̄
также многочлен, то, после-

довательно удаляя найденные корни, можно найти все корни исходного
многочлена.

Следует учитывать возможную сильную неустойчивость корней мно-
гочленов как функций от их коэффициентов. Наиболее чувствительными
могут быть наибольшие по модулю корни, особенно к погрешностям коэф-
фициентов при старших степенях. Кратные или близкие корни могут быть
слабо устойчивыми и при небольших степенях многочленов. Это означает,
что необходимо предельно точно вычислять значение коэффициентов.

Если многочлен имеет высокую степень, то возникают дополнительные
трудности, связанные с тем, что многочлен быстро возрастает при увели-
чении аргумента. Поэтому при численных расчетах необходимо учитывать
возможности переполнений. Обычно вводят масштабные множители, ве-
личина которых связана с диапазоном изменений аргумента.

При удалении корней вносится погрешность округлений в коэффици-
енты, а это влияет на точность вычисления следующих корней. Чтобы
уменьшить это влияние, на практике начинают с удаления меньших по
модулю корней, поскольку если начать с удаления больших корней, то
точность может упасть катастрофически. Поэтому за начальное прибли-
жение рекомендуется взять x0 = −1, x1 = 1, x0 = 0. Тогда итерации
обычно сходятся к наименьшему по модулю корню. После его удаления
по тем же начальным приближениям ищут следующий корень и т.д. При
такой организации вычислений потеря точности будет небольшой.
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14. Этапы выполнения задания и содержание отчета

Каждый вариант задания определяется числом, значение которого сле-
дует вычислить в результате решения соответствующих нелинейных урав-
нений двумя из рассмотренных выше методов и с заданной точностью.
Выполнение задания разбиваются на следующие этапы.

1) Составление уравнений для получения искомого числа. Например,
пусть требуется вычислить значение

√
π методами деления пополам и

Ньютона. Тогда для вычисления приближенного значения x̄∗ = π мож-
но взять уравнение sin x = 0, которое решается первым методом, а для
вычисления приближенного значения

√
π можно взять уравнение x2 = x̄∗,

которое затем решается методом Ньютона.

2) Определение отрезков, содержащих значения вычисляемых вели-
чин, т.е. выполнение процедур отделения корней одним из рассмотренных
способов.

3) Решение составленных уравнений с заданной точностью на соответ-
ствующих отрезках; в результате должно быть получено приближенное
значение искомого числа.

4) Вычисление искомого числа с помощью стандартных функций ис-
пользуемого языка программирования и сравнение результата с его при-
ближенным значением (этим определяется фактическая погрешность в
приближенном значении числа).

Например, число
√
π на языке ФОРТРАН может быть получено путем

вычисления следующего выражения:

SQRT (4.0 ∗ATAN(1.0))

5) Решение уравнений в тех же режимах по одной из программ Биб-
лиотеки численного анализа НИВЦ МГУ (http://num-anal.srcc.msu.ru/).

6) Анализ полученных результатов, в том числе сравнение составлен-
ных подпрограмм, реализующих заданные методы, с выбранной библио-
течной подпрограммой по скорости и достигнутой точности.

По окончании выполнения задания составляется отчет, в который по-
мимо описания результатов, полученных на перечисленных этапах, необ-
ходимо включить краткое описание заданных методов, условий и скорости
их сходимости, критериев контроля точности и выбор начальных прибли-
жений, а также результаты расчетов.
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15. Варианты задания

1) Задачи на нахождение чисел.

1. πe 7. arcsin
(√

π − e

2

)

2. − 4
√
π + 1 8. arccos −1

√
e

3. 4
√
e+ 1 9. 4

(

arctg
1

5
+ arctg

1

239

)

4. eπ 10. arcsin
π

17

5. arcsin
( e

π

)

11. arccos

(

1

8
arcsin

√

e

π

)

6. arccos

(−π
e2

)

12. sin π

2) Методы:

а) деление пополам;

б) простая итерация;

в) Ньютона;

г) комбинированный.

3) Точность:

а) абсолютная;

б) относительная;

в) максимально достижимая на используемой ЭВМ (см. п. 5).
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